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INTRODUCTION

Une algebre de Lie est un espace vectoriel muni d'un crochet de Lie,
nommée en 'honneur du mathématicien norvégien Sophus Lie. Son
premier article a été publié en 1869, sur les nombres imaginaires. Les
notions de groupe et d’algebre de Lie apparaissent depuis 1873. Algebre
et groupe de Lie donnent la naissance a la topologie en mathématiques
mais aussi peuvent étre vu dans applications en physique moderne :
mécanique quantique et théorie de la relativité. Les travaux de Lie
seront poursuivis par beaucoup des mathématiciens célebres comme
E.Cartan, W. Killing, C. Chevalley...etc.

Dans ce travail, on s’intéresse aux algebres de Lie de petit dimen-
sion. La classification des algebres de Lie est préséntée essentiellement
par rapport a la dimension. Nous n’avons pas une classification com-
plete pour les algebres de Lie de dimension > 6. Par contre, les algebres
de Lie nilpotentes ont été classifiée jusqu’a la dimension 8.

Dans le chapitre 1, on se préparé pour définir I’algebre de Lie. On
commence le chapitre 2 par la définition de I’algebre de Lie et on essaie
de comprendre la structure de 1’algebre. Finalement dans le chapitre
3, on classifie les algebres de Lie de dimension 1,2,3 et 4.

On remarque qu’il y a une liaison entre groupes de Lie G et algebres
de Lie. Tout groupe de Lie est associée a une algebre de Lie. Pour
introduire cette algebre de Lie, il existe deux fagons. L’une consiste a
introduire un espace de champs de vecteurs sur un groupe de Lie G,
la seconde consiste a munir ’espace tangent en 1’élément neutre d’un
crochet de Lie, dérivant de l'expression locale de la loi interne de G.
Groupes de Lie sont également usuellement classés en quatre types,
représentés comme les algebres de Lie; groupes de Lie réels basés sur le
groupe R, groupes de Lie complexes basés sur le groupe C, groupes de
Lie quaternioniques basés sur le groupe des quaternions H et groupes
de Lie exceptionnels.

Ici, nous considérons seulement les algebres de Lie complexes.
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Chapitre 1
Préliminaires

Un espace vectoriel est un groupe abélien V' sur un corps F', sur laquelle
I’addition et la multiplication satisfient les axiomes suivants pour tout
v,we V,a,be F:

L. a(v+ w) = av + aw
2. (a+b)v=av+bv
3. (ab)v = a(bv)
4. lpv=v
Soit F' un corps qui présente R ou C.

Exemple 1 L’exemple le plus simple d’espace vectoriel est I’espace nul
{0}, qui ne contient que le vecteur nul.

Exemple 2 Un espace vectoriel R x R fourni par des paires des nom-
bres réels x et y dans R(L’ordre des composantes x et y est importante,
un tel couple est également appelé une paire ordonnée) Une telle paire
est écrit comme (z,y). La somme des deux paires et la multiplication
d’une paire avec un certain nombre est défini comme suit:

(z1,91) + (2, 42) = (21 + Y1, T2 + 1)
et

a(z,y) = (az,ay)

Exemple 3 Pour tout n > 0 ou n € N, l'ensemble des n-uplets
d’éléments de F' forme un espace vectoriel de dimension n sur F' appelé
I’espace des n-uplets, noté F™. Un élément de F™ s’écrit:

r = (x1,29,...,7,) ou chaque z; est un élément de F. Les opérations



sur F™ sont définies par:

x+y:<$1+y17$2+y2,~--7$n+yn)
ar = (axy, axy, . .., qr,)

L’élément neutre pour ’addition est

0=(0,0,...,0)
et 'opposé d'un élément = = (x4, xs, ..., x,) est le vecteur
—x = (=21, —To,...,—Ty)

En général, F' est ou bien le corps des nombres réels donnant I'espace
euclidien R”, ou bien le corps des nombres complexes donnant C”

Exemple 4 Soit F™*"™ I’ensemble des matrices a coefficients dans F'.
Alors F*™ est un espace vectoriel sur F'.

Définition 1.0.1 Soient Vi, V5 et V3 des espaces vectoriels. L’application
p: (Vi x Vo) — Vs
est bilinéaire, si pour tout vi € Vi, vo € Vo, nous avons
o(vy,-): Vo — V3 est linéar

o(-,v9): Vi — V3 est linéar

Autrement dit, l'application ¢ : Vi x Vo — V3 est bilinéaire si
pour tout z,x' € Vi,y,y € Vo,a € F, on a:

olx+ 2 y) = o(x,y) + (', y)

) =

oz, y +y) = olz,y) + oz, y)
plaz,y) = ap(z,y)
p(r, ay) = ap(z,y)
Définition 1.0.2 Soient F' un corps et A un espace vectoriel sur F.
A est une algébre sur F' (ou bien A est appele F-algébre) s’il satisfie
les conditions suivantes:
(a) Uapplication

AxA— A

@:
(z,y) — zy

est bilinéaire. Pour tout z € F', x,y € A, on a



z(zy) = (22)y = 2(2y)

Dans ce cas, A est appéle l'algébre associative.
(b) Il y a un élément 14€A tel que

o(laz) = p(xly) =x < lgx = a1y = x pour tout x € A et x # 0

Sl satisfie les deux conditions, A est appéle l'algebre associative
unitaire.

Exemple 5 Les polynomes a coefficients dans F forment une algebre
associative unitaire de dimension infinie sur F.

Exemple 6 Les nombres complexes C forment une algebre associative
unitaire de dimension 2 sur le corps R des nombres réels.

Exemple 7 L’ensemble des nxn matrices avec des entrées de F, for-
ment une algebre associative unitaire sur F par rapport a la multipli-
cation de matrices.

Exemple 8 L’espace vectoriel des transformations linéaires de V est
une algebre associative unitaire ou le produit est donné par la compo-
sition des applications bilinéaires.



Chapitre 2

Algebre de Lie

Dans cette chapitre, on donne la définition de 'algebre de Lie et essaie
de comprendre la structure de I’algebre de Lie.

2.1 Définition D’une Algebre de Lie

Définition 2.1.1 Soit F un corps. Une algébre de Lie sur F est un
espace vectoriel L muni d’une application linéaire

o LxL—s1,
| (=) = [,y

satisfaisant les propriétés suivantes:

(L1) [-,] est une application bilinéaire.

(L2) Vx € L,[z,z] =0 (anti-symétrie)

(L3) Vz,y,z € L, [z, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [z, [x,y]] = 0 (identité de Ja-
cobi)

Notation 1 Le produit [x,y] est appelé crochet de Lie de x et y.

Remarque 2.1.2 La propriété [x, x| = 0 est équivalent a
[z,y] = —[y,x|. En effet: Pour tout x,y € L, on a

t+yz+y =0
Par la bilinéarité,
[z, x] + [, y] + [y, 2] + [y, 4] = 0
On sait que [x,z] =0 et [y,y] = 0. Donc
[z, 9] + [y, 2] = 0

9



D’ou,
[:c,y] = _[y7 SL’]
Exemple 9 Soit F' = R. Pour x = (21, x9,23) et y = (y1,¥2,93), le
produit vectoriel (z,y) — x Ay qui est défini comme
T Ay = (T2y3 — T3y, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

est une algebre de Lie sur R?, noté par R3.
La multiplication de x et y est définie comme

r+y=(x1+y1, 22+ Y2, T3+ Y3)

(L1) Pour tout a € F, A est bilinéaire:

(x+y) Naz =(z2 + yo)azs — (3 + y3)aze, (x5 + y3)azr — (1 + y1)azs,

(21 +y1)aze — (2 + y2)az

=QT2Z3 1+ QY223 — AT329 — Y322, AT32] + QY321 — AT123 — Y123,
ar129 + aY129 — QT22] — QY221

=QT2Z3 — AT322 + Y223 — Y322, AT32] — AT123 + Y321 — Y123,
axri1ze — Q921 + AY122 — AYa21

=(awqz3 — ax329,aT32] — AT123,aL122 — aAT221) + (ay223 — ays2o,
aysz1 — ayi123,aY122 — ay2z1)

=a(x N\ z)+a(y A z)

D’out A est bilinéaire.
(L3) Vérifions I'identité de Jacobi

T A(yAz)=(z2)y — (zy)z pour tout x,y, z € R?
Par la définition de l'identité de Jacobi, nous pouvons écrire:

(@A (yAz)+yA(zAz)+(zA(xAy)) =0 pour tout z,y,z € L

[\ . S S

(z2)y—(zy)z (yz)z—(yz)z (zy)z—(22)y

= (z2)y — (zy)z + (yz)z — (y2)z + (2y)z — (220)y =0
Car par la definition du produit scalaire;

(x2)y = (z121 + Ta20 + x323)Y

(zz)y = (2171 + 22%2 + 2373)Y

= (v2)y = (22)y
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Exemple 10 Soit L une algebre de Lie sur laquelle le crochet de Lie
est défini comme [z,y] = 0 pour tout x,y € L. On dit que L est
abélienne;

[x,y] =0= —[y,x] = [y,x] = [$7y] - [yax]

Exemple 11 gl,(F) est I'espace vectoriel de toute les matrices carrées
d’ordre n sur F avec le crochet de Lie définié comme:

[z,y] :== zy — yx, pour tout =,y € gl,(F)

Donc gl,,(F) est une algebre de Lie.
(L1) L’application bilinéaire

gln(F) X gl (F) — gln(F)
(LL’,y) — [Jf,y] =Yy —yx

Pour tout x,y, z € gl,,(F),a € F,
lax +y, 2] = (ax +y)z — z(ax + y)

= arz +yz —azx — zy = a(rz — 2x) + yz + zy = alz, 2] + [y, 2]

(L2) [z, 2] = zx — xx = 0 pour tout = € gl,(F)

(L3) [z, [y, 2l + [y, [z, 2] + [2, [z, y]] = 0, pour tout z,y,z € gl,(F)
= [z, yz — z2y] + [y, 22 — xz] + [z,2y —yx] =0

D’ou gl,(F) est algebre de Lie.

Exemple 12 si,,(F) = {A € gl,,(F) | trace(A) = 0} est une algebre
de Lie. On va regarder si sl,,(F') satisfait les propriétés

admet une application bilinéaire
d’étre une algebre de Lie ¢ anti-symétrie
I'identité de Jacobi

Toutes les éléments de si,,(F') se trouvent dans gl,,(F).sl,(F') est sous-
espace vectoriel de gl,,(F'). Montrons que sl,,(F') est un espace vectoriel:

X+Y. Z|=(X+Y)Z-Z(X+Y)

=XZ+YZ-ZX-7Y
=XZ—-Z2X+YZ-ZY
=[X,Z]+[Y, 7]

11



[aX,Y] =aXY —aY X
— (XY — YX)
= z[X,Y]

(L1) Montrons que sl,,(F) est une application bilinéaire.

[aX 4+ bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]
X, aY +bZ] = a[X, Y] + b[X, Z]

pour I’équation

{sln(F) % 51, (F) — sl (F) pour tout X,Y, Z € slu(F)

(X,2)— [X, 2] = XZ — XZ
Donc, sl,(F) admet une application bilinéaire.

(L2) On va chercher si I’équation satisfait la propriété anti-symétrie:
Pour tout X € si,,(F),[X, X]=XX - XX =0
(L3) l'identité de Jacobi est:
(X, Y, Z]|+ Y. [Z,X]] + [Z,[X.Y]] = 0, pour tout X,Y, Z € sl,,(F)
Par définition du crochet de s, (F),
(X, YZ-ZY|+ Y, ZX — XZ|+[Z,XY - YX] =0
L’équation est égal a 0 donc, I'identité de Jacobi est vérifiée.

Exemple 13 L’ensemble des matrices triangulaire supérieure dans
gl (F) est

bn(F) = {A < gln(F)’l’l] = O,Z >j ou Ti; € A,VZ,] S N}
est une algebre de Lie.
Exemple 14 L’ensemble des matrices strictement triangulaire supérieure
dans gl,,(F)

nn(F) = {A S gln(F)]:L’m = O,Z = j ol Lij S A,Vl,] S N}

est une algebre de Lie.

12



2.2 Sous-Algebres et Ideaux

Définition 2.2.1 Soit L une algebre de Lie. Un sous-espace K de L
est dit une sous-algébre de Lie s’il est fermé sous le crochet de Lie;
autrement dit, si pour tout x,y € K, [z,y] € K.

Exemple 15 sl,(F') est une sous-algebre de Lie de gl,,(F"). Il est clair
que sl,(F) C gl,(F) et dans 'exemple 12 nous avons vu que si,(F)
est une algebre de Lie.

Exemple 16 b,(F) et n,(F') sont des sous-algebres de Lie de gl,,(F).

Définition 2.2.2 Soit L une algébre de Lie. Un sous-espace I de L est
dit un idéal de L, si

[w,y| €1 forallx € Lyyel
Exemple 17 L’algebre de Lie L est lui-méme un idéal.
Exemple 18 {0} est un idéal de L.

Remarque 2.2.3 Comme l'on a [x,y] = —[y,z| dans une algebre de
Lie, nous n’avons pas besoin de préciser si lidéal est a gauche ou a
droite.

Exemple 19 Pour montrer que sl,,(F') est un idéal de gl,,(F), il suffit
de montrer que sl,,(F') est une sous-algebre de gl,,(F) et que
[z, y] € sl,(F) pour tout x € gl,,(F),y € sl,(F):

Pour simplifier, supposons n=2. Pour x, nous avons f;; et pour y,
nous avons e;; comme bases. Soit fi1 + for # 0 et soit e1 + eg2 = 0,

_ . _ f11 f12 €11 €12 . €11 f11 f12
[@y] =2y —yo = < Jar fa2 ) ( €21 —€n ) ( —611 ) ( Jar S >
_ < fiien + fizear  fuiee — froen ( e fii +enfor enfiz +eafao )

f21611 + f22€21 f21€12 - f22€11 621f11 - 611f21 621f12 - 611f22

_ ( fi2€21 — €12 fn )
y
)y

* fare12 — 621f12

= fiae21 — e12fo1 + fore12 — €21 f12 = 0 = Trace(|z,
Donc, [z,y] € sl,(F) C gl,(F), pour tout = € gl,(F
n > 2,

Ainsi, sl,,(F) est une idéal de gl,,(F).

€s ( ) pour
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Exemple 20 n,(F) est un idéal de b, (F).

Remarque 2.2.4 Un idéal est toujours une sous-algebre mais une
sous-algebre n’est pas toujours un idéal.

Par exemple:

Exemple 21 b,(F) est une sous-algebre de gl,,(F') mais n’est pas un
idéal pour n > 2:

. 1 2 1 2
SmtX:(O 3>€bn(F),Y:(4 3>€gln(F)

o= =va=(4 5)(13)-(18) (0 3)
:(192 S)(i 187):(2 —08)¢b"(F)

Donc, b, (F') n’est pas un idéal de gl,,(F') pour n > 2.

Définition 2.2.5 Le centre d’une algébre de Lie L est formé de
tous les éléments x de L tels que [x,y] = 0 pour tout y de L:

Z(L):={x € L:[z,y] =0, pour touty € L}
Z(L) est clairement un idéal de L.

Proposition 2.2.6 L est abélien si L = Z(L).

Exemple 22 Quel est Z(L) quand L = sly(F).
mz(i _ba)ELety:<? _ed>€L
a b d e d e a b —0
c —a f —d ) \f —d ¢c —a |

( ad +bf —ad —ec ac—bd — bd+ ae ) 0
cd—af —af+cd ce+ad— fb—ad
=

bf-ec=0

ae-bd=0

cd-af=0

14



bf=ec
ae=bd
cd=af
o, d e a b
iaZ%;C:%é(ﬁ —b_d):<f —d>:(c _&>

e

éZ@%:<88>oanﬂm:<g_i).

Cela nous montre que Z(L) peut étre seulement égal a 0 ou a L.
Par exemple, le centre des algebres de Lie abéliennes est 0.

2.2.1 Homomorphisme

Soient L et Ly deux algebres de Lie sur F. Un homomorphisme entre
L1 et Ly est une application linéaire

Ly — Lo
l: {[:c,y] — [z, y]) = [l(z), L(y)], Yo,y € Ly (2.2.1)

Définition 2.2.7 L’application ad
udi: L — gl(L)
| (adx)y := [z, y] — ad|z,y] = adx o ady — ady o adx,Vr,y € L

est appelée homomorphisme adjointe.

Remarque 2.2.8 adx est linéaire pour tout x € L par la bilinéarité
du crochet de Lie. Pour montrer que adx est homomorphisme, il suffit
de montrer que

ad([x,y]) = adz o ady — ady o adzx pour tout x,y € L

est équivalent a l’identité de Jacobi. Nous avons,

[ZL‘, [yv ZH + [yv [Z,ZL‘H + [27 [I7y]] =0= [Za [‘/Ea y]] = —[l’, [ya Z]] - [y’ [Z7I]]
Utilisons la propriété anti-symétrie de l’algebre de Lie,

[z, 9], 2] = [z [y, 2] + [y, [z, 2]
—— N N —
(adlzy))(z)  [2,(ady)(2)]  [y,(ade)(2)]

= (adlz, y])(2) = [z, (ady)(2)]=[y, (adx)(2)] = (adzoady)(z)—(adyoadr)(z)

= ad[z,y] = adz o ady — ady o adx
Ainsi adx est homomorphisme.

15



Remarque 2.2.9 Une représentation d’une algébre de Lie est un ho-
momorphisme (2.2.1).

Définition 2.2.10 La dimension d’une algébre de Lie est sa di-
mension en tant qu’espace vectoriel. Lorsque la dimension de [’algebre
de Lie L est finie, on peut définir une base. Supposons en effet que la
dimension de L est n, alors on prend (ey, ..., e,) une base.[3]

Exemple 23 Soit (ey, e, €3, €4) une base de gly(F)

(10 (01 (00 (00
“=\too0o )2 oo /)" \10)% o1

Utilisant cette base, construions les représentations adjointes de gl (F);

[e1, e1) = [ea, ea] = [ea, ea] = [ea,es] = 0 par la définition d’une algdbre
de Lie.

wed=(A0 (8- ()G -(0h)
wed=(o ) (70) - (1 0) (0 0)- (4 0)
wel= (Y- ()-8 )

=0

[62,61]:(0é)((l)g)_<(l)8)(8(l)>:<8_01)
we= (00 (10)-(0 ) (50 3)-(5 &)
=5 0) (6 0)-(0 ) (0 0)-(54)

16
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2.2.2 Dérivation

Soit L une algebre de Lie sur F. Si I’application D : L — L est linéar

avec

aD(b) + D(a)b for all a,b € L,

D(ab)
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Nous disons que D est une dérivation sur L.

Pour tout a,b,c € L et a € F, D est bilinéaire:
Par la définition d’une application bilinéaire, nous voulons obtenir cette
égalité:

D(a+b,c) = D(a,c) + D(b,c), for all a,b,c € A
Par la définition de la dérivation d’une algebre de Lie, écrivons

D(a+b,c) = (a+b)D(c)+ D(a+b)c

aD(c):bD(c) D(a)c+D(b)c

=aD(c)+ bD(c) + D(a)c+ D(b)c
= aD(c) + D(a)c + bD(c) + D(b)c
— D(a,¢)+ D(b,¢) O
Pour obtenir cette égalité:
D(aab) = aD(ab)
D(aab) = aaD(b) + D(aa)b
= aaD(b) + aD(a)b
= a(aD(b) + D(a)b)
— aD(ab) O

Notons DerA est ’ensemble des dérivations de A. DerA est fermé sous
I'addition et sous multiplication(scalaire), est un espace vectoriel de
gl(A), est une sous-algebre de Lie de gl(A) et contient Iapplication
Zéro

Exemple 24 Soient D et E deux derivations d’'une algebre A. Montrer
que [D, E] est défini comme

[D,E|=DoE—EoD

est aussi une dérivation.
Par la définition du crochet de Lie [D, E] on a

[D7E](x>y) :DOE(x,y)—EOD(.I',y)

18



Par la definition de la dérivation,

[DvE](‘Tay):DO E(l’,y) —Eo D(Zﬂ,y)
~—— N——
TcE(y)+E(z)y zD(y)+D(z)y

Donc on obtient,
(D, El(x,y) = Do (zE(y) + E(x)y) — E o (xD(y) + D(x)y)
On ré-applique la definition,

[D, El(x,y) = Do (xE(@+ E(x)y) — Eo (:cD(g{)r—l— D(x)y)

D(x)E(y)+aDoE(y)+DoE(z)y+E(z)D(y)  E(x)D(y)+zEoD(y)+EoD(z)y+D(z)E(y)

On a:
= D(z)E(y)+zDoE(y)+DoE(x)y+E(x)D(y)—E(x)D(y)—rEoD(y)—EoD(z)y—D(z) E(y)

=xDoE(y)+ Do E(x)y —xEoD(y) — EoD(x)y
Alinsi,
D, El(x,y) = [D, Eley + z[D, Ely O

Exemple 25 ad : L — L est une dérivation. Par définition de ad,

(adz)[y, 2] = [z, [y, 2]]

De I'idéntite de Jacobi, il vient,

(ada:)[y, Z] = [.I', [ya ZH = _[y> [Z,.’L’H - [27 [:an]]

[z, 9], 2] + [y, [z, 2]]
= [(adz)(y), 2] + [y, (adz)(2)]
pour tout x,y,z € L

2.2.3 Constantes de Structure

Définition 2.2.11 Si L est une algebre de Lie sur F avec le base
{z1, ...z} oun €N, alors [-,-] est muni par les produits [x;, x;] ou
1,7 € N. On définit scalaires afj € F tel que

n
[z, ;] = Z afjxk.
k=1

On appelle les scalaires afj des constantes de structure de L.
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Exemple 26 On trouve les constantes de structure de sly(F') par rap-
port a la base donne par

(01 (00 (10
“=\loo0 )2 \10)3 {0 -1

[61,61]20

[ee]—ee—ee—01 OO_OO 0 1Y\

R W O B 10 10 00) \o
:63
B (01 1 0 1 0 0 1Y\

lenesl =eies —eser = 5 0o -1) \o -1 00)"
:—261

[€2> 61] = _[617 62] = —€3

[62,62]20

[e ef]—eef—efe— 00 1 0 B 1 0 0 0\

AR S U () 0 —1 0 —1 10)
:262

les, e1] = —le1, e3] = 2ey

[63762] = —[62763] = —2ey

[63,63]20

Et les constantes de structures sont
ler,e1]=0=aj, =a? =da};, =0
[e1, 2] = ajqer + alyes + adpes = €3 = ajy = 0,a3, = 0,a3, = 1
le1, e3] = aiser + ajses + ajges = —2e1 = ajy = —2,a3;, = 0,43, =0
[e2,e1] = adie; + a%ies +ade3 = —e3 = aly = 0,03, = 0,a3, = —1
[e2,€2] =0 = ap, = a3, = a3, =0
[e2, €3] = adzer + adseq + adzez = 269 = ady = 0,a3; = 2,a3; =0

_ .1 2 3 _ 1 _ 2 _ 3
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_ 1 2 3 _ 1 _ 2 _ 3
[e3, €2] = agp€1 + a39€0 + a3 = —2€9 = a3y = 0,a3, = —2,a3, =0

_ 1 .2 3 _
[e3,€3] =0 = azy = a3z = az3 =0
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Chapitre 3

Classification des Algebres
de Lie en Dimension < 4

Notre but est de présenter une classification des algebres de Lie. Ici,
nous considérons les algebres de Lie de dimension < 4, appelés les al-
gebres de Lie de petit dimension.

Soit I et J les deux idéaux d’une algebre de Lie L. L’intersection de [
et J, INJ
INJ={x:xe€letxeJ}

est un idéal de L. De méme [ + J,
I+J={z+ylxrelyeJ}
est un idéal de L.
Définition 3.0.12 On définit un produit d’idéaux comme
[1,J] := Span{[z,y] :x € I,y € J}

[1,J] est un idéal de L:
Par définition, [/, J] est un sous-espace de L.
Si, z €,y e Jetuéc L, alors I'idéntite de Jacobi nous donne,

[w, [z, 9] + [z, [y, u]] + [y, [u, 2] = 0

[uv [$a y]] - [ZE, [u, y“ - HU, ZE], y] =0
[uv [.CIZ, y]] = [1‘7 [ua y“ + Hu’ IL’], y]

[u,y] € J comme J est un idéal, donc [z, [u,y]] € [I,J]. De méme,
[[u, x],y] € [, J]. Par conséquent, [u, [z,y]] € [I, ]].
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Un élément t € [I, J] est une combinaison linéaire des [z, y| avec

relyelJ.
t= Zci[%‘; yil
ol les ¢; sont scalaires et x; € I et y; € J. Donc, pour tout v € L, on a
[u, 8] = [u, Zci[%" yil] = Zci[uv [, il

ou [u, [x;,y]] € [I,J]. D’ou, [u,t] € [I,J] et donc [I, J] est un idéal de
L.

Remarque 3.0.13 Si l'on prend I = J = L, on obtient [L, L] que
nous appelons algebre dérivée de L. Au méme temps, [L, L] est un

1déal de L.

Notation 2 Nous écrivons L' pour [L, L].

Remarque 3.0.14 Soient Ly et Ly deux algebres de Lie. Ly est iso-
morphe a Lo si et seulement si leur dimension est méme.

3.1 Algebres de Lie de dimensions 1 sur C

Toute algebre de Lie de dimension 1 est abélienne.

La unique algebre de Lie de dimension 1:
o C

Pour tout n € N, il y a seulement une algebre de Lie abélienne de
dimension n. Donc on va classifier les algebres de Lie non-abéliennes.

3.2 Algebres de Lie de dimensions 2 sur C

Théorem 3.2.1 Soit F' un corps. Il y a une unique, a isomorphisme
pres, algebre de Lie en dimension 2 non-abélienne sur F'. La base de
cette algébre est {x,y} avec

[z,y] =2

Par la remarque (3.0.14), 'algebre de Lie de dimension 2 formée par

C:
o (2
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La unique algebre de Lie non abélienne de dimension 2:

.92:{(8 b )|a,b€@}

—a

Remarque 3.2.2 Par le crochet de Lie defini dans le théoréme,
[,y =2 =0= 2 =0 forally € L. Donc le centre de cette algebre
est 0.

3.3 Algebres de Lie de dimensions 3 sur C

On classifie les algebres de Lie de dimension 3 par rapport a la dimen-
sion des algebres dérivées de ces algebres.

3.3.1 Algebre de Lie de dimL' =1

(i) Supposons la dérivée L' de L est contenue dans Z(L). Il y a une
unique algebre de Lie satisfaisant cette condition:

.H1:

o O O
o O
S0 o

La base de cette algebre de Lie est formé de eq, e9, e3 ou
lea, €3] = €1, [e2,e1] = [es, e1] = 0 et e; lies in Z(L)

L’algebre de Lie des 3 x 3 matrices strictement triangulaire supérieure
sur F' est de cette forme avec la base

010 0 00 0 01
(612,623,613) = 0 00 y 0 01 , 0 00
000 000 000

Une telle algebre de Lie est appele 1’algebre de Heisenberg.

(ii) Supposons L’ n’est pas contenue dans Z(L). Il y a une unique
forme pour une telle algebre de Lie. On le construit comme:

L=1 @ L, ou Ly est non-abélienne et de dimension 2, et L, est de dimension 1.

Dans ce cas,

e L=C*ou Ly=Cet L, =C?

o L =g @PCavec Ly =C et Ly = gy ci-dessus.
La forme usuelle de cette algebre de Lie est;

le1, e2] = e, [e1, €3] = aes, [e2,e3] = 0,a € C
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3.3.2 Algebre de Lie de dimL’' =2

Pour comprendre la structure de L, on doit comprendre les structures
de L' et comment 'application linéaire adx : L — L agir sur L’.

Lemme 3.3.1

(a)L’algébre dérivée L' est abélienne.

(b) L application linéaire adx : L' — L' est une isomorphisme.

Par 'isomorphisme dans la remarque (3.0.14), il y a une seule algebre
de Lie satisfaisant ces conditions;

0 b
.H2:

O O

a c
0 0
Notée par r3

r3 = [e1, ea] = €2, [e1, €3] = ea + €3, [e2, €3] =0

3.3.3 Algebre de Lie de dimL’' =3

Supposons que L est une algebre complexe de dimension 3 tel que
L = L' On déja connait un exemple qui est L = sly(C) et cette
exemple est unique. Donc pour la base (e, eq,€3), on a une seule
algebre non-isomorphe:

[ ) Slg((C)

De cette forme:

slo(C) = [eq1, 2] = e3, [e1, €3] = —2eq, [e2, €3] = 269

3.4 Algebres de Lie de dimensions 4 sur C

Théorem 3.4.1 [2|Une algébre de Lie de dimension 4 est isomorphe
a un seul des algebres de Lie suivantes.
(on neglige les [e;,e;] = 0,4, € {1,...,4}) Pour 5, € C,

® g5 lea, e1] = €1, [es, ea] = Pea, 4, e3] = ves;

® g8 - lea, €3] = €1, [ea, €1] = €1, [es, €2] = Pea, e, €3] = (1 — B)es;
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9e

aq .

as

as .

Qay -

as -

Qg -

(07

as -

C;
€

C
+€27

] =es

] = €2, [647 €3

[64762

€1,

J=c

: [64761

| = €2, [es, €]
[63762

= 617
] = €3, [647 61]
[61762

= €3;
] = €1, [€4a 62]
[64761

= eyq;
[62763] - 3

]: €9.
]: 61,[64,63
[62763

+ €e3;
| =e2

[64, €3

—_— @2’

2ey, [e4, €]

] =

[€4a €1

] = €,

[62763

+€3;
] =es
[64763

] = €1 + €2,

[64762

] = €1,

[64761

] = €4;
[61762

—€9,

] =

[64762

] = €1,

[64761

—€3;
[647 62] =
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